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La informacion y el conocimiento son factores esencia-
les para la toma de decisiones; sin embargo, para una
mayor efectividad, se requiere de informacién mas des-
agregada que la disponible en la actualidad. Esta nece-
sidad de mayor detalle ha sido motivo de diferentes es-
tudios que buscan técnicas estadisticas que satisfagan
las expectativas de un importante nimero de usuarios.
Una de ellas es la estimacion para areas pequefas, que
utiliza modelos lineales mixtos. En este trabajo se pre-
senta un ejercicio que compara los resultados de la esti-
macion directa con los obtenidos mediante esta técnica,
referente al ingreso promedio mensual por trabajo en
la vivienda para todos los municipios y delegaciones de
México, a partir de los datos recabados por la Encuesta
Nacional de Ingresos y Gastos de los Hogares (ENIGH)
2010. Ademas, a manera de validacién, se presenta un
comparativo entre los resultados obtenidos con dicha
técnica y la estimacion proporcionada por la muestra
del Censo de Poblacién y Vivienda (CPV) 2010.

Palabras clave: modelos mixtos, efectos aleatorios,
muestras complejas, modelo a nivel de area.
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Even though Information and knowledge are essen-
tial factors for decision-making, a higher effective-
ness in results would require more disaggregated
information than the one available. This need for
more detailed information has contributed to the
search for statistical techniques that satisfy the ex-
pectations of a substantial number of users. One of
these techniques is the Small Area Estimation (SAE),
where mixed linear models are used. This paper
presents an exercise comparing the results of direct
estimation with those gathered using the SAE tech-
nique. Such results are in reference to the average
monthly income in relation to work at household for
all municipalities and delegations of Mexico. The data
for this exercise was collected by the Income and
Expenditure National Household Survey 2010. In ad-
dition and for validation purposes, this paper also in-
troduces a comparison between the results obtained
with SAE and the estimation provided by the comple-
mentary survey conducted with the Population and
Housing Census in 2010.

Key words: mixed models, random effects, complex
sampling, area level model.
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Introduccion

En el muestreo de poblaciones finitas —y en par-
ticular en el sistema estadistico nacional— existe
una demanda creciente de estimaciones precisas
sobre promedios o indicadores de interés en areas
cada vez mas pequenas (entidades federativas, mu-
nicipios o localidades, o bien, en subgrupos o pe-
quenos dominios de la poblacién total, como las
subclases de alguna actividad econdémica). Estos
calculos se consideran un subproducto de los tra-
bajos de muestreo en areas grandes, donde se di-
sefia una muestra para obtener valores del total
o de la media de una caracteristica de interés con
una precision prefijada. Esto implica que el nimero
de observaciones muestrales en un area pequeha
es reducido o, incluso, nulo, por lo que utilizar es-
timadores basados en un disefio muestral conduce
a grandes errores en los resultados y, de hecho, es
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imposible obtenerlos en dreas no muestreadas.
Para resolver esta problematica, es necesario, por
un lado, aumentar el tamano de muestra (lo cual
implica elevar los costos) y, por el otro, aplicar la
técnica estadistica estimacién para areas peque-
Aas (EAP).

Por tradicién, los procedimientos de inferen-
cia sobre caracteristicas de poblaciones finitas se
han basado en el disefio de la muestra; sin em-
bargo, en la actualidad son cada vez mas nume-
rosos los de aproximaciéon basada en modelos
(Cassel etal., 1977), en la cual se le da mas peso al
modelo de la distribucién de la caracteristica en
estudio en la poblacién que al proceso de disefio
de la muestra y se supone la aceptacion de algu-
nos riesgos (Hansen y Madow, 1983), como el no
estar seguros de que el modelo que se adopta
es el correcto; aun asi, deben ser aceptados, ya
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que solo es posible considerar la inferencia basada
en el disefo libre de supuestos cuando la muestra
es grande, lo cual no ocurre con la estimacion para
areas pequenas. Al recurrir a este tipo de inferencia
se pueden solventar problemas no abordables
por la via del disefo, como la no respuesta o la
estimacion en areas pequenas (Sarndal, 1984).

Harter (1993) recopilé diferentes métodos para
la EAP para obtener valoraciones de la poblacién
en ciudades y municipios en periodos intercen-
sales; en fecha mas reciente, Rao (2003) hizo una
compilacién de aquéllos y otros métodos en su li-
bro Small Area Estimation.

La EAP relaciona mediante un modelo a la va-
riable de interés obtenida de una encuesta con la
informacién emanada tanto de eventos censales
como de registros administrativos y geograficos,
contenida en las denominadas variables auxiliares,
de las cuales se conoce, en unos casos, el valor para
cada elemento de la poblacién y en otros, sélo la
informacién agregada (promedios, totales o pro-
porciones) de cada dominio o area pequefa, de
donde se tienen dos grandes tipos de modelos de
EAP: los de nivel de unidad y los de nivel de area.
Para los primeros, es necesario asociar la informa-
cién auxiliar contenida en los elementos de la po-
blaciéon (censos o registros administrativos) y su
unidad muestral correspondiente, lo cual no siem-
pre es posible, mientras que los segundos nada
mas necesitan informacién agregada de cada do-
minio o area pequeia como regresores del modelo
y los estimadores directos obtenidos del muestreo
como variables de respuesta.

En este trabajo se opto por utilizar la EAP basada
en modelos de area con el propésito de obtener
una estimacion del promedio por municipio’ de la
variable ingreso por trabajo en la vivienda, la cual se
eligié por dos razones:

» Aprovechar que se obtuvo de manera inde-
pendiente en el mismo afo por dos medios

1 Para efectos de exposicién de este documento, al utilizar las palabras municipio o
municipios se referird también a la(s) delegacion(es) del Distrito Federal.
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distintos: uno por la ENIGH 2010 y el otro por
la muestra del CPV 2010; de esa manera se
pueden comparar las estimaciones que lo-
gran obtenerse por distintos métodos a partir
de la Encuesta con las de la muestra del Censo
que, para algunos municipios, no es un resul-
tado muestral sino censal.

» La variable seleccionada forma parte sustan-
cial en la construccién de la variable ingreso
corriente en la vivienda, la cual es muy im-
portante para el célculo de indicadores eco-
némicos estratégicos, como los referidos a la
pobreza, el producto interno bruto (PIB) y la dis-
tribucién del ingreso; asi, la obtencion futura de
estimaciones de esta variable podria ser mas
sencilla con base en los resultados de este tra-
bajo.

Para conseguir ese propdsito, este documen-
to se organiza de la siguiente manera: primero
se muestra brevemente la ENIGH 2010, centran-
dose en su diseno de muestreo, los estimadores
que utiliza y la variable ingreso por trabajo; se con-
tinda con la presentacién de la muestra del CPV
2010, haciendo hincapié en su disefio de mues-
treo y la misma variable; después, se comenta de
forma concisa la estimacion basada en el modelo
y sus ventajas cuando hay escasez de muestra; se
expone, ademas, un resumen de la base tedrica
del modelo a nivel de area, que es el que aqui se
utiliza para realizar las estimaciones en las areas
pequeias; se continla con una explicacién sobre
la construccién del modelo, la seleccion de las va-
riables que mejor se ajustan al modelo planteado
(el ajuste se basa en el cumplimiento de pruebas
estadisticas al modelo, mismas que se muestran
en su formulacién matematica); se prosigue con
la obtencién del promedio municipal del ingreso
mensual por trabajo en la vivienda, obteniéndolo
primero con la formulacion de la estimacion di-
rectay, después, aplicando el modelo a nivel area,
para hacer una comparacion grafica de los resul-
tados; a manera de validacion, se cotejan también
graficamente las EAP con las de la muestra del
CPV 2010; por ultimo, se exponen las conclusio-
nes logradas con los resultados y el método de
estimacion aplicado.
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ENIGH 2010

Tiene sus antecedentes en varios sondeos realiza-
dos por diferentes dependencias publicas, como la
Secretaria de Industria y Comercio (SIC), el Banco
de México, la Secretaria del Trabajo y Prevision
Social (STPS) o la Secretaria de Programacién y
Presupuesto (SPP), pero fue a partir de 1984 que
se integré como tal y ha sido levantada de mane-
ra formal por el Instituto Nacional de Estadistica y
Geografia (INEGI). Desde 1992 se ha realizado con
una periodicidad bienal, con excepcién del 2005,
ya que fue un levantamiento ex profeso.

La ENIGH 2010 se levanté del 21 de agosto al 28
de noviembre con el objetivo de proporcionar in-
formacién sobre la distribucion, monto y estructu-
ra del ingreso y gasto de los hogares, asi como de
ofrecer datos tanto de las caracteristicas sociode-
mogréficas y ocupacionales de los integrantes del
hogar como de la infraestructura de la vivienda y el
equipamiento del hogar.

Los resultados de este levantamiento se encuen-
tran a nivel nacional y para los dmbitos rural y urba-
no. Ademas, se tiene informacion para las entida-
des que, en su momento, convinieron con el INEGI
una ampliaciéon de la muestra para este operativo
(Chiapas, Guanajuato, Distrito Federal, estado de
México y Yucatan).

El marco de muestreo utilizado fue el de pro-
positos multiples del INEGI, constituido con la in-
formacion demogréfica y cartografica obtenida a
partir del levantamiento del Xll Censo General de
Poblacién y Vivienda 2000. El marco es probabilisti-
co, estratificado,? unietapico y por conglomerados;
estos ultimos se consideran unidades primarias de
muestreo (UPM),? pues es en ellos donde, en una
segunda etapa, se seleccionan las viviendas que
forman parte de la muestra (INEGI, c2011), por lo
que la eleccién de la muestra para la ENIGH 2010 se

2 Llaestratificacion se realiza tomando en cuenta la division politica del pais, el dmbito
urbano y rural, el tamafio de las localidades y las caracteristicas sociodemogréficas de
los habitantes y de equipamiento de las viviendas (ENIGH 2010. Disefio muestral).

3 Sonagrupaciones de 80 a 160 viviendas con caracteristicas diferenciadas de acuerdo con
el dmbito al que pertenecen (ENIGH 2010. Disefio muestral).
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realiz6 en dos etapas: en la primera se escogieron
las UPM y en la segunda, las viviendas objeto de
entrevista de la Encuesta.

Por lo tanto, el esquema de muestreo de la
ENIGH 2010 se considera como complejo, siendo
éste probabilistico, estratificado, bietdpico y por
conglomerados, donde la unidad es la vivienda.

El estimador directo que se utiliza para la me-
dia en un dominio S (entidad, ciudad, municipio,
etc.) es un derivado del estimador de Horvitz-
Thompson, que tiene la forma:

?SD’R=2& Zﬂ (1)

i=l1 ﬂ; i=l1

donde y; es el valor i-ésimo de la variable de inte-
rés; n,, el nimero de elementos en el dominio S
(por simplicidad, las ecuaciones de esta seccién se
refieren al dominio S) y 7, la probabilidad de selec-
ciéon dey, dado por:

1o
My

=
[ IBNZI
NyNyy,

7

donde:
M = marco maestro del INEGI.
| = primera etapa de muestreo.
Il = segunda etapa de muestreo.

n,, = numero de UPM seleccionadas del marco
M en el estrato h.

1 , .. .
n,,, = numero de viviendas seleccionadas en
la UPM j del estrato h en el marco M; para la zona
urbana es de cinco viviendas mientras que para la

zona rural y el complemento urbano, 20.

1
N, = nimero total de UPM en el estrato h.
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N,,, = nimero de viviendas de la UPM j del
marco M en el estrato h.

Al inverso de la probabilidad de seleccién
W,=1/r, se le conoce como factor de expansion;
para la ENIGH 2010, este factor tiene ajustes por
no respuesta y por encuadre con proyecciones de
poblacién, siendo ésta la razén por la que no es un
estimador de Horvitz-Thompson puro.

La varianza estimada directa del estimador de la
media Y, se obtiene con la siguiente expresion:

+N_I§§1(N’ ) 11 Z(ym,,—_")
Myg =1 " JI\/IIh/ Nf{/”’/ (nf”” _1)
(2)
donde:

~
Lwiy = suma total estimada de la variable en

estudio de la UPM j seleccionada del marco
2, M en el estrato h.
hww = promedio estimado de los totales
de la variable en estudio de las UPM
, Seleccionadas del marco M en el estrato h.
Ywni = valor de la variable en estudio de la
vivienda i de la UPM | seleccionada del
~, Marco M en el estrato h.
Y mij=promedio estimado del valor de la variable
en estudio de la UPM j seleccionada del
marco M en el estrato h.

La variable a estimar es la de ingreso por trabajo;*
en la ENIGH 2010 se consideré que un integrante
del hogar percibe ingreso por trabajo sélo si tiene
o ha tenido participacion directa en actividades re-

4 En el disefio conceptual de la ENIGH 2010 se denomina a la variable como ingreso del
trabajo y el marco conceptual del CPV 2010 la nombra ingreso por trabajo; en este
articulo se homologa con este tltimo.
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conocidas como econdmicas. Por sus fuentes’ los
ingresos del trabajo pueden provenir de: las remu-
neraciones por el trabajo subordinado, los ingresos
por el trabajo independiente y otros ingresos prove-
nientes del trabajo. La referencia temporal de todos
ellos es del mes inmediato anterior al levantamien-
to y de los cinco meses anteriores (INEGI, 2011c).

De los 2 456 municipios existentes al 2010, Uni-
camente en 600 hubo muestra de la ENIGH 2010
con viviendas que reportaron ingresos por traba-
jo, con una o mas UPM por municipio.

Muestra del CPV 2010

Se elaboré un cuestionario ampliado para el le-
vantamiento de la muestra censal® 2010, que fue
aplicado del 31 de mayo al 25 de junio de ese
ano en alrededor de 2.9 millones de viviendas
en el pais. Dados los requerimientos de informa-
cion, se decidié incluir con certeza en la muestra
las viviendas habitadas de los municipios con
menos de 1 100 de éstas, asi como las de los 125
con menor indice de desarrollo humano (IDH),
sinimportar su tamano. Bajo este criterio, en 766
municipios se censaron la totalidad de viviendas
con el cuestionario ampliado; para los 794 que
tenian entre 1 101 y 4 mil viviendas habitadas el
tamano de la muestra fue de 800; en los munici-
pios sin localidades de 50 mil y mas habitantes,
la muestra fue de 1 100 viviendas y para los 193
restantes el tamano fue variable, pero mayor a
2 mil. Los tamanos de muestra fijados garanti-
zan estimaciones municipales aceptables para
proporciones cercanas a 0.01 o mayores.

La variable estimada a nivel municipal es la
de ingresos por trabajo, definida para la mues-
tra del CPV 2010 como la percepcién moneta-
ria que la poblacién ocupada obtiene o recibe
del(los) trabajo(s) que desempend en la sema-
na de referencia. Se consideran los ingresos
por concepto de ganancia, comisién, sueldo,

5 El detalle de estas fuentes de ingreso se puede ver en la nueva construccion de la
ENIGH 2010.
6  Sudisefio es estratificado por conglomerados.
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salario, jornal, propina o cualquier otro devenga-
do de su participacion en alguna actividad eco-
némica. Los ingresos estan calculados de forma
mensual (INEGI, 2011¢).

Estimacion basada en el modelo

Permite relacionar, mediante el uso de informacién
auxiliar, a las areas con escasez o inexistencia de
muestra con aquéllas préximas de mayor informa-
cién muestral para, de esta forma, incrementar la
precision del estimador; ademas, el uso de la es-
timacién basada en modelos tiene las siguientes
ventajas:

e Eldiagnéstico del modelo puede usarse para
encontrar el adecuado que mejor ajuste a
los datos. Incluye andlisis de residuales cuyo
resultado verificaria la validez del modelo
supuesto, la seleccién de variables auxilia-
res para éste, la deteccidén vy, si es necesario,
la supresiéon de observaciones influyentes.

e Estos métodos pueden utilizarse en casos
complejos tanto en casos longitudinales como
transversales.

¢ Pueden emplearse las metodologias desa-
rrolladas en fechas recientes para modelos
de efectos aleatorios con el fin de lograr in-
ferencias precisas en el area pequeia.

Para la estimacién basada en modelos en el caso
de las areas pequenas se tienen, como ya se dijo
antes, dos grandes tipos de modelos segun la dis-
ponibilidad de la informacién auxiliar: a nivel de
area y de unidad. En este trabajo se utilizé sélo el
primero para una variable cuantitativa, razén por
la que este modelo se presenta mds adelante con
cierto nivel de detalle.

Una premisa importante en estos modelos es
que el comportamiento de la variable bajo estu-
dio en las areas pequenas presenta ligeras dife-
rencias entre si y respecto al comportamiento de
la misma en el drea mayor que las contiene; esto
se refleja considerando efectos aleatorios de area
en el modelo lineal que se plantea, con lo que se
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introduce a los modelos lineales mixtos, llamados
asi porque abarcan en su expresién efectos fijos y
aleatorios.

Resumen teoérico del modelo a nivel
de area

Se basa en el modelo de Fay-Herriot (1979), don-
de se tienen p variables como informacion auxiliar
(promedios poblacionales por area) en el vector
X, =()_(l,...,)_(p) y se supone que estan relaciona-
das con la media en la subpoblacién de la variable
de interész =Y, /N, o una cierta funcién de ésta,
a través del modelo lineal con efectos aleatorios:

0,=g(¥)=x/B+v,, a=1..m, 3
donde B es el vector de parametros de regresién y
v, el efecto aleatorio que se supone independien-
te e idénticamente distribuido (iid) con media 0 y
varianza Gj por lo general, se supone la normali-
dad de v,. En caso de que no todas las areas sean
seleccionadas en la muestra, se continta bajo el
supuesto de que las muestreadas (m) obedecen al
modelo de poblacién.

Por otro lado, sea }%HD’R el estimador directo de la
media de la variable Y en el area pequefa a-ésima,
esto supone que el tamano de la muestra en el area
(n,) es mayor oigual a 1.

Ahora, se tiene que:
60 = g(7)=0, +e,. @

donde e, son los errores muestrales que son
independientes con media 0 y la varianza y, se
supone conocida; se puede relajar este supuesto
reemplazando v, por estimadores suavizados Y,
basados en las varianzas calculadas de los datos a
nivel unidad (Rao, 2003).

Sustituyendo (3) en (4) se obtiene el modelo
lineal mixto:

éaDlRZXZﬂ-i-Ua+ea, (5)
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Se observa que este modelo involucra tanto
errores del disefo muestral e, como los del modelo
L,y se supone que e,y U, son independientes.

Bajo el modelo (5), el mejor estimador lineal
insesgado (BLUP, por sus siglas en inglés) 97" de
0, el cual minimiza el error cuadratico medio (MSE,
por sus siglas en inglés) MSE(éa):E(éa -0, )zes
(Rao & Molina, 2012):

ABLUP _ T ~
0" =x,f+0

El estimador 0" puede expresarse como:

0 =(-r )N B4 ©
Se observa que el estimador BLUP de 6, se expre-
sa como un promedio ponderado del estimador di-
recto §”"y el estimador de regresion sintética x_, 3,
donde el ponderador 7, (0<7,<1)mide la incerti-
dumbre en el modelizado del predictor para cada
area pequena a (Azula et al., 2004).
Como 67" depende de O, a través de i y V. se
puede utilizar el BLUP empirico EBLUP, reempla-
zando & por su estimador G-

v

AEBLUP _ A'BLUP ( A2
0" =0 (57).

En lo referente a la estimacién de 0 para las k
areas no muestreadas sélo se aplica el estimador
de regresion sintética:

6" =x!B donde ﬁ=ﬁ(5f). (7)

Una version mas general de (6) que no se limi-
ta a la linealidad de 0, es el mejor estimador (B) o
también llamado estimador de Bayes, el que bajo
normalidad se expresa como:

67 (B.02)=£(6,]62% )= (1-7,)x B +7.,62",
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es insesgado ya que:

By (0)=E B, . (0)=E(,).

También, el mejor estimador empirico bajo
normalidad de 6, coincide con el EBLUP, esto es:

GEB _ 9 (B ) OEBLUP .

Bajo el supuesto de normalidad de los efectos
aleatorios se pueden estimar los componentes de
la varianza por maxima verosimilitud —Maximum
Likelihood (ML)— o maxima verosimilitud restringida
—Restricted Maximum Likelihood (REML)—," esta
ultima reduce el sesgo de la estimacion ML, ya
que no depende de S. La funcién log-verosimil del
modelo mixto en cuestién es:

1(B.w,c |y) :—%[nln(2m//)+ln|V|
+y! (y+Xﬂ)T
V7 (r+X8)],

donde V=diag,.,.,(c.+v,). Derivando parcial-
mente esta funcidn con respecto a ij tomando
a ¥ como constante conocida e igualando a cero
se tienen las ecuaciones para la estimacién de Sy
o (Rao, 2003):

ol —=XV'(y-XB)=0

op
= —(l/2)[tr(V’loj)

L

ol

~(y=XB)' Vo (y-XB)|=0

Es claro que la estimacién ML de f es jus-
tamente su estimacién por minimos cuadrados
generalizados con el pardmetro V, la ecuacién de

7 Surge al plantear que el estimador ML suele producir estimaciones sesgadas de la
varianza porque no tiene en cuenta los grados de libertad que se pierden al estimar
lamedia. Para evitar este problema, se factoriza la verosimilitud completa en dos partes
independientes, una de las cuales no contiene la media, asumiendo que por usar esta
parte de la verosimilitud no se pierde informacion con respecto a la verosimilitud
completa, asi, la restringida corresponde en realidad con la verosimilitud asociada a
una combinacion lineal de las observaciones, cuya media es nula (Leon E., 2004).
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. 2 . . s ree
la varianza o, no tiene una solucién analitica, por
lo que se debe resolver de forma numérica.

La ecuacion de estimacion de o> por REML es
mas simple, ya que no depende de B (Rao, 2003):

ol

- =—(1/2)| r(Po?)-y PPy,

n

-1
con P=V"' —V'IX(XTV‘IX) X'V™, sin embargo,
tampoco tiene una solucion analitica, sélo por mé-
todos numéricos. Para esto, se utiliza el algoritmo
de Fisher scoring (Rao, 2003), mismo que se descri-
be con los siguientes pasos:

1. Inicializa las variables de paro, k = 0, tol = 107,

2(0) 10
2. Arma matriz de varianza de rango m con
diagonal = l//+62(0)
3. Estima B% por minimos cuadrados gene-
ralizados. »
4. Actualizac "= j“‘)+[l (Gf("))]

k) _2(k)
(5.

5. Comparasio, o™ > tol sigue al paso 2.
6. Se obtienen las estimaciones definitivas
_ n(k+1) 2 __2(k+1)
ﬂ _ﬂ yGu _GU .

2k+1)

Lasfuncionesdel paso 5 son la primeray segunda
derivadas de la funcién de ML o de REML, seguin sea
el caso. Para ML se tienen las siguientes expresiones:

(ﬁ(") 2(k>) ——Z

pu 62“" +y,
Ll G- XEOY
2(k) 2’
2 a=1 (O-U +l//a)

I(Gf“‘))=l§m: !

2(k 2 !
2 a=1 (GU( )+l//a)

para REML se tiene:
1 I crpon -
Sk (Gf)z—itr(P) 5 "PPy;

IR(GE):%Z}’[PP] ’
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donde P=V"' = VX (X'V'X) X"V, Ahora,
bajo supuestos de normalidad de e, y v, el error

cuadrético medio de 6 con respecto al modelo
(Rao, 2003) es:

MSE(QEB) (QEB Qa)zzgla(65)+gza(af)

+ &, (63)

7

(8)
donde:

gla (63 ) = yal//a
" -1
g (02) =02 (1-7.) xz(z yaxaxzj X,
a=1

2. (02)=(1-7) r.0.7(8})

’

A . . o 2
V(O'U2 ) es la varianza asintética de o), su forma de-
. . . s 2
pende del método de estimacion usado para o,..

En los sumandos de (8), g,, representa el error
debido al efecto aleatorio, g,, representa el error por
la estimacién de By 0., el que ocurre debido a la
estimacién de la varianza GUZ.

Cuando G se obtiene por REML, el estimador
insesgado del MSE es:

MSE(0:%)= ,,(62)+ 8., (6)+28,.(62).
9)

Si 6‘3 se obtiene por ML se debe afadir un
término extra de sesgo (Rao, 2003).

El error cuadratico medio para las areas no
muestreadas es:

MSE(@W") (Xkﬂ 0,)~xVx +0; (1

donde Vﬁ es la matriz de varianzas y covarianzas de
los coeficientes 8 estimados.
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Construccion del modelo

Si se tienen p variables explicativas, se puede con-
formar un total de 2°-1 modelos a elegir. A medida
gue el nimero de variables aumenta, la cantidad
de calculos necesarios se incrementa muy rapido.
Cuando el numero de variables es grande (p>40),
el trabajo de computo es enorme; una forma de
aligerar la carga se obtiene al aplicar el método de se-
leccién hacia adelante (forward). El procedimiento
inicia eligiendo de las p variables aquella que tie-
ne la mayor correlacién con la que se va a expli-
car para después ir anadiendo una de las restantes
—Ila que mejor contribuya al modelo—y, asi, hasta
llegar a un maximo determinado o una condicién
a cumplir o bien, hasta que nuevas variables no
aporten estadisticamente mas al modelo. Es perti-
nente repetirlo iniciado con otra variable también
representativa y comparar los modelos resultantes.

Las condiciones a cumplir en la eleccién del
modelo se dividen en tres apartados: los crite-
rios estadisticos utilizados primordialmente para
comparar dos modelos y seleccionar el mejor, la
significancia estadistica de los efectos fijos y el
cumplimiento de los supuestos estadisticos del
modelo.

Primer apartado

» Prueba de razén de verosimilitud citada por
Pinheiro (2002) para determinar si dos mode-
los, uno con n variables regresoras y otro con
las mismas n variables mas una variable adi-
cional, representan estadisticamente el mis-
mo modelo, dada por el siguiente estadistico:

2log(L/L,) = 2[log(L,) - Log(L,)],

donde L, es la verosimilitud del modelo con
n variables regresoras y L,, la verosimilitud
del modelo con n + 1 variables regresoras. Se
tiene que la distribucién de este estadistico,
bajo la hipotesis nula de que el modelo con n
variables es el adecuado, se distribuye como
una X2 con un grado de libertad.
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« Ademas, para auxiliar la comparacién de los
modelos, se calculan los criterios Akaike (AIC)
y de Schwarz —Bayesian Information Criterion
(BIC)—; el primero considera el nimero de
pardmetros para comparar los modelos. Su
idea es imponer una penalizacién por la com-
plejidad del modelo, se define como:

AIC =-21log (L) +2(p +1),

donde: |
log(L)= -3 > [log(2n (63+l//a) r

" /(Gj+l[/a ))J

con r,=Yy, —Xaﬁ.

El criterio BIC (donde la penalizacién de
complejidad es un poco mayor) esta dado por:

BIC=-2log (L) + (p + 1) log (m).

Segundo apartado

* Prueba t para cada una de las estimaciones de
los coeficientes 5 del modelo.

Tercer apartado

» El estadistico de la prueba de Shapiro-Wilks
para normalidad es:

2
(2 o)

bt —f)jz

i=1

W =

7

donde X, es el nimero que ocupa la i-ésima
posicion en la muestray ¥ , la media mues-
tral; las constantes a, se calculan:

Tyr—1
mV

(mTV_lV_lm)l/2 ’

(ayr..va,) =

donde m = (m,,...,m,)" siendo m,,...m, los va-
lores medios del estadistico ordenado, de
variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas, muestreadas de distri-
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buciones normales; V es la matriz de covarian-
zas de ese estadistico de orden.

El valor maximo de W es 1, lo que indica
una coincidencia completa con una distribu-
cién normal; en consecuencia, el alejamiento
de este valor indica menor normalidad.

* Prueba de Breusch-Pagan (1979) para la ho-
mocedasticidad del modelo, es decir, que la
varianza de los errores es constante, ideada
de un multiplicador de Lagrange; el estadisti-
co de prueba es:

LM = %[hz(zfz)’l ZTh—m} ~ 5

P

donde h es el vector hazej/(ere/m) yZ la
matriz de valores ajustados del modelo y e es
el vector de errores del modelo lineal de los
residuales estandarizados respecto a los valo-
res ajustados del modelo.

 Para establecer la presencia de multicolinea-
lidad, se aplican dos mediciones. La primera
es el factor de inflacién de varianza (VIF) (Neter
et al., 1990); el VIF para minimos cuadrados
ordinarios se obtiene como los elementos de
la diagonal de la inversa de la matriz de co-
rrelacion; el criterio adoptado es, si VIF > 10
en alguna variable indica con alta certeza que
existe colinealidad (Chatterjee et al., 2000). La
segunda es el nimero de condicién Rachudel
(1971), que se obtiene como:

donde A es la raiz caracteristica de la matriz
X™X. Segun Belsley (1991), el problema de
multicolinealidad es grave cuando x(X) > 30.

Aplicacion de la EAP con modelo
a nivel de area para estimar el
promedio municipal del ingreso
por trabajo

El objetivo de la aplicacién de la EAP es obtener las
estimaciones del promedio del ingreso por trabajo
de todos los municipios del pais utilizando como
insumos:

Vol. 6, Niim. 3, septiembre-diciembre 2015.

» La estimacién directa del promedio del in-
greso por producto del trabajo obtenida de
la ENIGH 2010 para cada municipio de la
muestra, que servird como la variable a expli-
car en el modelo a nivel de érea. Es necesario
resaltar que se considera que la informacion
de la ENIGH 2010 proviene de una encuesta
disefiada bajo un muestreo complejo por lo
que, al momento de estimar los promedios
y las varianzas de los mismos, es necesario
aplicar las ecuaciones (1) y (2) que son muy
diferentes a las empleadas en un muestreo
aleatorio simple. También, es importante
aclarar que las UPM del disefio de la ENIGH
2010 estan contenidas en su totalidad en su
municipio correspondiente verificando, asi,
que no hay contraposicién entre las areas
pequenas y el disefio de muestreo.

+ Las variables que se construyeron con in-
formacién de la muestra del CPV 2010, que
conceptualmente estan relacionadas con el
ingreso (Tarozzi & Deaton, 2009; CONEVAL,
2011; Suarez, 2011; Székely et al., 2006),
constituyen insumo tanto para la estima-
cion como para la estratificacién y seran
tomadas como regresoras en el modelo a
nivel de area.

Una vez obtenidas las estimaciones del modelo
a nivel de area y las directas, se realizard un
comparativo de ambas con las cifras obtenidas
de la muestra del CPV 2010.

Previo al célculo de las estimaciones se realiza-
ron dos importantes ajustes: el primero es para
hacer comparable la informacién de los ingresos
respecto a la diferencia temporal entre la ENIGH
2010 y la muestra del CPV 2010, el método uti-
lizado es el que sugieren Cortés y Rubalcava
(1994), donde se toma cada rubro en la ENIGH
2010 que forma parte del ingreso por trabajo
para cada uno de los seis meses captados y se
deflacta a la mitad del periodo de referencia del
CPV 2010, es decir, a junio del 2010; el segundo
es respecto a la muestra a nivel municipal para
asegurar que la expansién de la muestra del nu-
mero de viviendas sea el contabilizado por el
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CPV 2010 para cada municipio; se hace utilizando
la siguiente expresién:

1y
> -pv2010 %
W, =W, —=——— conN,, =2 w,,
Nva i=1
donde:
w,. = factor de expansion de la vivienda i

ajustado al CPV 2010 del municipio a.
w, = factor de expansioén original de la ENIGH
2010 para la vivienda i en el municipio a.
N, uema010 = NUMero de viviendas contadas por el
_CPV 2010 en el municipio a.
.« = numero de viviendas estimadas por la

ENIGH 2010 en el municipio a.

=

La estimacion directa del promedio municipal
del ingreso por trabajo por vivienda de los munici-
pios en los que hay muestra en la ENIGH 2010 se
calcula con la ecuacion (1) tomando aw,, =1/7,y al
dominio S como el municipio (drea pequefa) g, la
varianza respectiva se calcula con la ecuacién (2).
Estos calculos se realizan utilizando el paquete es-
tadistico R con la libreria survey; en los resultados

se aprecia que los 600 municipios con muestra es-
tédn ordenados de menor a mayor segun su nime-
ro de viviendas censales (ver gréfica 1); su corres-
pondiente intervalo de confianza se obtiene con la
siguiente expresion:

Ij)IR :}%aDIR +1.96 /WaDue

Se debe aclarar que para varios municipios no
fue posible calcular la varianza debido a que sélo
una UPM fue muestreada en ellos; por esta razoén,
en la gréfica 1 varios promedios estimados no in-
cluyen su intervalo de confianza.

En el andlisis exploratorio de la variable a estimar
y de su varianza se determiné que existe una
relacién entre éstas debido a que su correlacion es
cercanaa 0.5y a que, para cumplir con el supuesto
de homogeneidad de la varianza y la normalidad
de la variable dependiente, era necesario realizar
una transformacion por lo que, partiendo de la
expresion (3), el modelo propuesto ahora es:

éf'R=\/YZ=XZﬁ+Ua+€a. (11)

Grafica 1
Municipios con muestra ENIGH 2010, promedios estimados con intervalos a 95%
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Uno de los supuestos fundamentales del mode-
lo a nivel de 4rea es que se conoce la varianza vy,
para cada area pequena, pero por lo general no es
asi, entonces se sustituye por su estimador suaviza-
do ¥, ; éste se obtiene partiendo de la estimacion
directa de la varianza de los datos a nivel unidad
w2 pero como premisa es sabido que los tamafios
de la muestra en los municipios son pequenos, por
lo que ¥”™ no es un buen estimador, ya que puede
tomar valores en extremo grandes o increiblemente
pequenos. Para solucionar esta situacion, las estima-
ciones de v,"se suavizan sustituyendo los valores
extremos por los obtenidos del siguiente modelo
lineal para la varianza:

DIR
~DIR __ r
l//r - ﬁwr +e

/nr v, conr<m. (12)

Para el ajuste de los pardametros del modelo (12)
se toma la varianza de los municipios en muestra,
excluyendo los 333 que sélo cuentan con una UPM
y cuya varianza no es posible calcular, ademas de ex-
cluir también 13 municipios cuyo coeficiente de
variaciéon es mayor a 0.35.8

Asi, utilizando las predicciones de este modelo
lineal se pretende obtener valores mas realistas de
w2 para estos 13 municipios y para los 333 con

una sola UPM.

Es importante comentar que los municipios fue-
ron excluidos sélo para modelar la varianza; no lo
son para las demas actividades del ajuste del mo-
delo a nivel area.

Ahora, para la estimacion en areas pequenas,
es necesario establecer el modelo a nivel de area,
gue obedece a la ecuacién (6) con la transforma-
cion del modelo (11) y que cumpla las condicio-
nes sefaladas en los tres apartados descritos en
la secciéon Construccion del modelo; estas condi-

8 Escdrcega, Campeche; Namiquipa, Chihuahua; Nuevo Casas Grandes, Chihuahua;
Cuajimalpa de Morelos, Distrito Federal; Lerdo, Durango; Chilapa de Alvarez, Guerrero;
Huixquilucan, estado de México; Santa Lucia del Camino, Oaxaca; Matlapa, San Luis Potosf;
Angostura, Sinaloa; Nuevo Laredo, Tamaulipas; Nativitas, Tlaxcala y Fresnillo, Zacatecas.
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ciones se verifican utilizando funciones de las
librerias stats, nnet, MASS, survival, car y nime del
paquete estadistico R, asi como a través de la ela-
boracién de programas de cobmputo propios.

Las variables regresoras contenidas en X, se se-
leccionan bajo los criterios del primer apartado,
resultando que las que mejor explican el prome-
dio municipal del ingreso por trabajo en la vivienda
para la ENIGH 2010 son cinco; sus mnemonicos y
descripciones son los siguientes:

* (p_v_cel). Porcentaje de viviendas que dispo-
nen de teléfono celular.

 (p_v_inter). Porcentaje de viviendas que cuen-
tan con servicio de internet en el municipio.

* (viv_cocgas). Porcentaje de viviendas particu-
lares habitadas que usan gas como principal
combustible para cocinar.

* (p_ocupados). Porcentaje de personas en el
municipio de 12 a 130 afos de edad que tra-
bajaron o que no trabajaron pero si tenian tra-
bajo en la semana de referencia.

* (ocupnoagri). Porcentaje de personas ocupadas
que en la semana de referencia no se desem-
pefaron en su trabajo en actividades agricolas,
ganaderas, pesqueras, forestales y de caza, de
acuerdo con la Clasificacién Unica de Ocupacio-
nes (todas las claves, excepto las comprendidas
entre 6101 a 6999).

Losresultados de la validacién de las condiciones
del segundo apartado se presentan en el cuadro 1.

El cumplimiento de las condiciones del tercer
apartado se aplica para verificar la normalidad de
los residuales del modelo, la ausencia de multicoli-
nealidad en los valores de X, la homocedasticidad
de los residuales y la normalidad de los efectos
aleatorios, siendo este ultimo el supuesto subya-
cente para la estimacion de los componentes de la
varianza.

Para verificar la normalidad de los residuales
del modelo, se utiliza la prueba de normalidad de
Shapiro-Wilks, aplicando la funcion resid (modelo,
type = normalized) de R, la cual usa la descompo-
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Cuadro 1
Estimacién del parametro 8 del modelo

Intercepto 23.2 5.23 4.4 9.3e-06
p_v_cel 0.25 0.06 4.0 5.1e-05
p_v_inter 0.50 0.07 6.8 1.3e-11
viv_cocgas 0.10 0.03 3.0 2.5e-03
p_ocupados 0.39 0.12 3.1 1.6e-03
ocupnoagti 0.13 0.05 2.7 6.2e-03

Nota: en la quinta columna, el valor para todas las variables es menor a 0.05, lo cual indica
que en el modelo tanto el intercepto como las demds variables se asocian de forma
satisfactoria con el ingreso.

sicion de Cholesky, que elimina la dependencia
entre los residuales dada la estructura de
correlacion (Valencia, M., 2010); el resultado es:

Shapiro-Wilk normality test
data: resnorm
W = 0.9948, p-value = 0.04058.

Por ello, no se rechaza la hip6tesis de normalidad
a un nivel de significancia de 4 por ciento.

Los resultados de la aplicaciéon de las pruebas
de multicolinealidad VIF y nimero de condicién se
observan en el cuadro 2, ambas indican la ausencia
de problemas severos de multicolinealidad, ya que
los VIF obtenidos son siempre menores a 10 y el
numero de condicién es menor que 30.

Cuadro 2
Valores de las pruebas de multicolinealidad

p_v_cel 7.49 p_ocupados 2.25
p_v_inter 2.74 ocupnoagri 3.63
viv_cocgas 3.96

Numero de condicién 20.36

Para verificar la homocedasticidad en el mo-
delo se aplica la prueba de Breush-Pagan, utili-
zando la funcién ncvtest de R, con el resultado
siguiente:
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Non-constant Variance Score Test
Variance formula: ~ fitted.values
Chisquare =0.7538, Df=1, p=0.3852.

Esto indica que la varianza del error puede con-
siderarse como constante.

La prueba de Shapiro-Wilks es la empleada para
comprobar la normalidad de los efectos aleatorios,
dando el resultado siguiente:

Shapiro-Wilk normality test
data: eblupla$randeff
W =10.998, p-value =0.7216.

El valor p observado indica que hay evidencia de
normalidad en los efectos aleatorios .

Una vez que el modelo (6) con las variables se-
leccionadas cumple con las condiciones estable-
cidas, se obtienen las estimaciones del promedio
del ingreso por trabajo en las viviendas para los
municipios con muestra en la ENIGH 2010, me-
diante la aplicacién de la libreria sae del paque-
te estadistico R. Como resultado se obtienen las
estimaciones de los promedios que se presentan
en la grafica 2, asi como la varianza de los efectos
aleatorios, con un valor estimado de 6‘3 =112.467.

La escala de lagrafica2 esigualaladela1con
el propédsito de facilitar la comparacion visual
entre ellas; al hacerlo se aprecia, a simple vista,
que las estimaciones se condensan siguiendo el
modelo planteado, ademas de que se homoge-
neizan los intervalos de confianza a una longitud
razonable, mismos que se obtienen aplicando la
ecuacion:

A 2 2 2
% =[Yf3} il.96\/4MSE();EB)[);EB} ,

donde ya estd considerada la transformacién a las
unidades originales (pesos mexicanos). Para trans-
formar el MSE se aplicé el método Delta que rela-
ciona la varianza de Y con la de 6(Y) = JY (para
mas detalles, ver Velasco, C., 2007).
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Grafica 2

Municipios con muestra ENIGH 2010, promedios estimados con intervalos a 95%
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La grafica 3 se construye tomando como base
la 2, a la cual se anaden los puntos en azul que
corresponden a la estimacion del promedio del
ingreso por trabajo en la vivienda de la muestra
del CPV 2010 en los municipios con muestra de la
ENIGH 2010; se observa como la condensacion cita-
da en la gréfica 2 corresponde con las estimaciones
de la muestra censal, aun cuando la ENIGH 2010y la

muestra del CPV 2010 fueron levantamientos y dise-
fAos muestrales por completo independientes.

El coeficiente de variacion (CV) es una medida
que puede proporcionar, en casos especificos,’ una

9 Medias positivas derivadas de valores positivos con distribucién normal o
aproximadamente normal.

Grafica 3
Municipios con muestra ENIGH 2010, promedios estimados con intervalos a 95%
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buena idea de la precisién de las estimaciones. En
la grafica 4 se observan los CV de las estimaciones
directas y del modelo de area de los municipios
con muestra en la ENIGH 2010, mismos que estan
ordenados de menor a mayor tamano de muestra.
En la linea punteada se establece el valor del CV
= 0.25 como umbral para indicar que los CV me-
nores representan estimaciones razonablemente
confiables; la gran mayoria de las estimaciones con
el modelo de area (puntos rojos) estan por deba-
jo de este umbral. Los puntos azules con CV igual
a cero representan a los municipios con sélo una
UPM en muestra, para los que en realidad su CV
estd indeterminado.

Ahora, para la estimacién del promedio munici-
pal del ingreso por trabajo en la vivienda para los
municipios que no tienen muestra en la ENIGH
2010, se utilizé la ecuacién (7); la varianza respectiva
se calcula mediante la ecuacién (10) y los intervalos
de confianza con la siguiente expresion:

o = [YSYN} i1.96\/4(6-j + r?ﬁ)[ffkm} :

donde esta considerada la transformacion a las
unidades originales.

Los resultados se muestran en la grafica 5, la
cual presenta, también, la estimaciéon de la mis-
ma variable, pero de la muestra del CPV 2010. Se
aprecia que, en general, las estimaciones con el
modelo son menores a las del Censo. Se conser-
va la misma escala de la gréfica 1 para facilitar su
comparacion visual.

Enseguida, se realiza el calculo del MSE empi-
rico de las estimaciones con el método directo, y
de las del modelo a nivel de area, ambas respecto
a la estimacion de la muestra del CPV 2010; para
el segundo caso se diferencia a los municipios con
muestra de los que no la tuvieron. Dichos calculos
se confrontan en la gréfica 6, en la cual se puede
apreciar que el MSE empirico entre el método direc-
to y el del modelo a nivel de area se reduce aproxi-
madamente 3.9 veces, lo cual es razonable en virtud
de que el dominio de la muestra de la ENIGH 2010
no abarca un nivel municipal. El MSE empirico en las
estimaciones de los municipios no muestreados es

Grafica 4
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Grafica 5

Municipios sin muestra ENIGH 2010, promedios estimados con intervalos a 95%
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muy favorable, debido a que la mayoria de ellos son
de ingresos bajos, por lo tanto, sus diferencias cua-
dréticas con los ingresos de la muestra censal son
menores que las de los municipios con muestra; sin

Grafica 6
MSE empirico de las estimaciones respecto
al valor de la muestra censal 2010
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embargo, el modelo para estos municipios es con-
servador, ya que proporciona intervalos de confian-
za amplios (ver grafica 5).

Otra forma de comparar las estimaciones se
puede ver en el mapa con division municipal,
donde se colorean las diferencias por rangos al
restar de la estimacién censal 2010 la del mode-
lo EAP. En color negro se resaltan los municipios
en los que esta diferencia absoluta es menor a mil
pesos; con azul obscuro, las que estan por abajo
de la muestra censal entre mil y 3 mil pesos y con
verde obscuro, entre mil y 3 mil pesos por arriba
de la misma; en los demds colores (que son mas
claros) se aprecian los municipios con mayor di-
ferencia. Es importante anotar que estos colores
aparecen dispersos en todo el mapa, es decir, no
hay una concentracién que pueda indicar que el
modelo sélo explica el comportamiento de algu-
na regién en particular. Sin tomar en cuenta el ne-
gro, el predominio del verde obscuro indica que
la estimacién del modelo EAP es ligeramente me-
nor a la de la muestra del CPV 2010.
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Figura 1

Diferencia entre las estimaciones de la muestra del CPV 2010 y EAP

Conclusiones

En el ejercicio realizado se ha mostrado que la téc-
nica de EAP con modelo a nivel de drea mejora en
todos los casos la eficiencia de la estimacién di-
recta y, en muchos, ésta es radical. Es claro que la
disponibilidad de datos auxiliares y la seleccién de
un buen modelo es fundamental para lograr el éxito
deseado. La evidente tendencia de las estimaciones
con el modelo a nivel de area hacia las estimacio-
nes de la muestra del CPV 2010 indica una buena
congruencia de los datos con la ENIGH 2010 del
mismo afo, sabiendo que ambos levantamientos
fueron totalmente independientes.

Aun hay muchas situaciones tedricas por resol-
ver en la gran gama de aplicaciones para la EAP, sin
embargo, existen técnicas probadas para aplicar
con modelos espaciales, temporales, espacio-tem-
porales tanto para modelos a nivel de drea como
de unidad.

60

La aplicacion de modelos para la estimacion en
areas pequenas en el ambito de las estadisticas oficia-
les es cada vez mas utilizada en los institutos naciona-
les de estadistica debido al gran ahorro de recursos
que pueden representar. En México estas técnicas
aun son poco conocidas y mucho menos aplicadas,
sin embargo, al emplearlas es importante asegurarse
de que los métodos utilizados, las hipétesis que sub-
yacen a los modelos, asi como la calidad de los resul-
tados sean descritos de forma clara a los usuarios.
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